UBER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
ZWEITEN GRADES®

Leonhard Euler

§1 Von allen Fragen, die in der Mathematik in Angriff genommen werden,
besteht die Losung aus zwei Teilen, deren einer darin besteht, dass die Be-
dingungen, von denen die Frage bestimmt wird, in analytische Gleichungen
tiberfiithrt werden, welche gesagt werden die Losung zu enthalten; der andere
Teil wird hingegen von der Auflosung dieser Gleichungen eingenommen.
Wenn die Frage sich auf die gemischte oder auch angewandte Mathematik
bezieht, ist der erste Teil aus den Prinzipien zu entnehmen, auf die die ma-
thematische Lehre gestiitzt ist und dieser Wissenschaft quasi eigen ist; der
zweite Teil ist aber immer zur reinen Analysis zu zédhlen, weil sie ganz in
der Auflosung von Gleichungen besteht. Wenn also die Frage, entweder aus
der Mechanik, oder aus der Hydrodynamik, oder aus der Astronomie, ent-
nommen war, muss aus den jeder dieser Disziplinen eigenen Prinzipien die
Frage zuerst auf Gleichungen zuriickgefiihrt werden, dann ist aber die Losung
dieser Gleichungen allein den Kunstgriffen, die wir freilich in der Analysis
in Erfahrung gebracht haben, zu iiberlassen. Daraus ist es hinreichend Kklar,
von wie grofser Bedeutung die Analysis {iber alle Teilgebiete der Mathematik
hinweg ist.

§2 Die Prinzipien fast aller Teile der angewandten Mathematik sind schon
so entwickelt, dass kaum eine sich dorthin erstreckende Frage gestellt werden
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kann, deren Losung nicht mit Gleichungen erfasst werden kann. Ob ndmlich
die Frage iiber das Gleichgewicht oder iiber die Bewegung von Koérpern
beliebiger Gestalt, fester wie fliissiger, handelt, sind sowohl von anderen als
auch von mir die sichersten Prinzipien etabliert worden, mit deren Hilfe
sich immer zu Gleichungen geldngen ldsst: Und wenn Himmelskorper mit
beliebigen Kréften aufeinander einzuwirken festgelegt werden, werden alle
Storungen, die sich daraus in deren Bewegungen niederschlagen, ohne Miihe
auf Gleichungen zuriickgefiihrt, sodass, wenn wir diese Gleichungen auflosen
konnten, nichts weiter tibrig wére, was in diesen Wissenschaften noch verlangt
werden konnte. Deshalb kann der ganze Eifer, welcher in der Mathematik
aufgebracht wurde, nicht niitzlicher verwendet werden als wenn wir an der
Erweiterung der Grenzen der Analysis arbeiten.

§3 Sooft aber ein sich auf die angewandte Mathematik beziehendes Problem
behandelt wird, stoffen wir sehr selten auf algebraische Gleichungen, deren
Auflosung, auch wenn sie noch nicht weiter als bis hin zum vierten Grad ent-
wickelt worden ist, dennoch mithilfe von Approximationen so exakt erledigt
werden kann, dass sie fiir vollstindig zu halten ist. Fast immer aber geraten
wir zu Differentialgleichungen, und zwar zum grofsten Teil zu Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung; die Prinzipien der Mechanik implizieren ndmlich
unmittelbar Differentiale zweiten Grades, sodass sich ohne die Analysis des
Unendlichen in diesen Wissenschaften nahezu nichts leisten lasst. Weil wir
aber in der Auflosung von Differentialgleichungen ersten Grades noch nicht
allzu weit vorgedrungen sind, ist um vieles weniger verwunderlich, wenn wir
stecken bleiben, wannimmer die Fragen auf Differentialgleichungen zweiten
Grades zurtickgefiihrt werden. Denn die Regeln, die fiir die Auflosung von
Gleichungen dieser Art gefunden worden sind, und welche ich freilich fiir
mich beanspruchen kann, sind so beschrankt, dass sie nur in gewissen Féllen,
die nicht so hédufig auftreten, angewandt werden konnen. Ich habe Regeln
von dieser Art in der Tat in den Commentariis Academiae Petropolitanae et
Volumine VII. Miscellaneorum Berolinensium erldutert.

§4 Dennoch haben sich mir indes des Ofteren Fille von Differentialglei-
chungen zweiten Grades von solcher Art gezeigt, auch wenn sie sich mithilfe
jener Regeln nicht behandeln liefsen, ich dennoch anderswoher deren Inte-
grale erkannt habe; und es stand kein direkter Weg offen, auf welchem diese
Integrale hitten gefunden werden konnen. Fille von dieser Art sind umso



bemerkenswerter, weil ein Vergleich jener Gleichungen mit ihren Integralen
einen sehr sicheren Weg zu ebnen scheint, deren Auflosung mit bestimmten
Methoden zu erledigen. Bei dieser Aufgabe, wenn der Ausgang die Hoffnung
nicht triibt, besteht kein Zweifel, dass die fiir dieses Ziel entdeckten Methoden
sich um vieles weiter erstrecken, und sie unsere unser Vermogen, Differentiale
zweiten Grades handzuhaben, nicht unwesentlich voranbringen. Also glaube
ich, dass es jenen, die Studien dieser Art erfreuen, es nicht unangenehm sein
wird, wenn ich die sich mir gezeigten Félle mitgeteilt haben werde, dass sie
daher die Moglichkeit erlangen, diesen Teil der Analysis zu erweitern, dann
werde ich aber die Methode erldutern, welche die Betrachtung dieser Fille
mir an die Hand gegeben hat.

§5 Das erste Beispiel von dieser Art ist mir im ersten Buch meiner Mechanik*
auf Seite 465 begegnet, wo ich zu dieser Differentialgleichung zweiten Grades
gelangt bin:

2Bxddx — 4Bdx® = x"5dp*(1+ pp)'7,

in welcher das Differential dp als konstant angenommen worden ist. Ihr
Integral war mir aber aus anderer Quelle bekannt, in dieser Form enthalten
Zu sein:

n+

X"dp* (14 pp)*s + Cds® = 0,

wihrend

ds* = (1 + pp)dx® + 2pxdpdx + xxdp®

ist. Ich konnte sogar bemerken, dass der Wert dieser Konstante C hier =
—(n+1)B ist. Ich habe zu dieser Zeit vergebens viel Miihe investiert nach einer
direkten Methode zu suchen, mit deren Hilfe ich diese Integralgleichung aus
jener Differentialgleichung zweiten Grades finden konnte, und es schien kein
bekannter Kunstgriff hierhin zu fithren. Aufierdem ist es ratsam anzumerken,
dass das hier dargebotene Integral nur ein partikuldres ist, weil es keine von
unserem Belieben abhdngende Konstante beinhaltet, die durch eine Integration
eingefiihrt worden wire, unten werde ich aber zeigen, dass wegen einer
solchen Konstante ein Term von dieser Art Ex*dp? hinzugefiigt werden kann.

"Euler meint sein Buch: Mechanica sive motus schientia analytice exposita.



§6 Ich bin in der ersten Sammlung meiner Opusculorum auf Seite 82 auf
ein anderes dhnliches Beispiel gestofien, wo ich die Bewegung von Koérpern
auf beweglichen Oberflachen untersucht habe: Ich bin in der Tat bei der
Diskussion eines bestimmten Falls zu dieser Differentialgleichung zweiten
Grades gelangt:

ddr (F + Mkk)?6*du? _0
r  (Mkkrr + F +2Gu + Huu)2

wo das Differential du als konstant angenommen worden ist, aber die Buch-
staben F, G, H, Mkk und 6 irgendwelche konstanten Grofsen bezeichnen.
Ich hatte auch in keiner Weise das Integral dieser Gleichung finden konnen,
anderswoher wusste ich jedoch, dass ihr Integral dieses ist:

(F+ Mkk)292du2 ar? o dudy
Mkkrr + F +2Gu + Huu + 2 (F42Gu + Huu)

(G + HU) + Hdu?

Hdu?>  (F + Mkk)6*du?
;T ’
r rr
welches freilich auch partikuldr ist, und weil es dermafien kompliziert ist, ist
um vieles weniger klar, wie es tiber Integration aus jener Gleichung gefunden
werden kann. Im Anschluss habe ich aber bewiesen, dass das Integral voll-

. . 2 . 2
standig gemacht wird, wenn anstelle des Terms Hdu® Jjeger Cau

= ~— hinzugefiigt
wird, sodass C eine konstante Grofle bezeichnet, die von den tibrigen, die
in der Differentialgleichung zweiten Grades enthalten sind, tiberhaupt nicht

abhéngen.

§7 Darauf auch andere Probleme behandelnd bin ich zu Differentialglei-
chungen zweiten Grades von dieser Art geleitet worden, deren Integration
nicht gerade wenig vertrackt erschienen. Wie beispielsweise ich fiir diese
Differentialgleichung zweiten Grades

rrddr + rdr? = n3sds?,

fiir konstant angenommenes Element ds, ein partikulédres Integral gefunden
habe zu sein:

rdr + nrds + nnsds = 0,



welche Gleichung, weil die beiden Variablen r und s tiberall dieselbe Dimen-
sion haben, mit einer einst von mir erlduterten Methode behandelt werden
konnte. Weiter hat sich mir auch diese Differenzendifferentialgleichung ge-
zeigt:

ds®(ass 4 Bs + ) = rrdr* 4 2r°ddr,

wobei das Element ds als konstant angenommen worden ist, deren vollstandi-
ges Integral ich entdeckt habe zu sein:

C= — 2art,

1 (rdr* | ass+Ps+vy 2 N 2rdr(2as + B)
2\ ds? r ds

was, wie ich es daraus finden kann, nicht leicht klar wird. Ja sogar die Inte-
gralgleichung selbst, auch wenn sie nur eine Differentialgleichung von erstem
Grad ist, scheint wenig hilfreich zu sein, wegen der starken Verwicklung der
Variablen.

§8 Diese vier Beispiele gentigen, um zu zeigen, dass immer noch viele Me-
thoden fehlen, mit denen Differentialgleichungen zweiten Grades integriert
werden konnen, aber zugleich, weil in diesen Fillen die Integrale bekannt ja
sind, ist tiber das Auffinden derer nicht zu verzweifeln. Ich fiir meine Person
habe nach verschiedenen Ansitzen, mit denen ich die Gleichungen behandelt
habe, in Erfahrung gebracht, dass sich die ganze Aufgabe darauf reduziert,
dass geeignete Grofien gesucht werden, mit welchen multipliziert diese Glei-
chungen eine Integration zulassen; nachdem aber ein solcher Multiplikator
gefunden worden ist, bereitet die Integration keine weiteren Schwierigkeiten.
Wie namlich die Integration von allen Differentialgleichungen ersten Grades
darauf zurtickgefiihrt werden kann, dass eine bestimmte Funktion von zwei
Variablen ausfindig zu machen ist, mit welcher multipliziert die Gleichung
integrierbar wird, so bezweifle ich auch fiir alle Differentialgleichungen zwei-
ten Grades nicht, diese Regel als allgemein giiltig zu formulieren, dass ich
festlege, dass immer eine Funktion der entsprechenden Variablen solcher Art
gegeben ist, mit welcher multipliziert die Gleichung integrierbar gemacht
wird.

§9 Ich rede aber hier nur von Gleichungen solcher Art, die nur zwei Variablen
beinhalten, und die schon dorthin gefiihrt worden sind, dass die Differentiale
des hochsten Grades nur eine Dimension haben. Wir wollen festlegen, dass



x und y die beiden Variablen sind, und fiir dy = pdx, dp = qdx, dq = rdx,
dr = sdx gesetzt etc. ist bekannt, dass alle Differentialgleichungen eines jeden
Grades auf die folgenden Formen zuriickgefiihrt werden konnen:

I.  Allgemeine Form von Differentialgleichungen ersten Grades

p = Funk.(x und y)

II.  Allgemeine Form von Differentialgleichungen zweiten Grades
g = Funk.(x,y und p)

II.  Allgemeine Form von Differentialgleichungen dritten Grades
r = Funk.(x,y,p und q)

IV.  Allgemeine Form von Differentialgleichungen ersten Grades
s = Funk.(x,y,p,q und r)

und so weiter fiir die folgenden der hoheren Grade.

§10 Weil also nach Vorlage irgendeiner Differentialgleichung ersten Grades
p = Funkt.(x und y) immer eine Funktion von x und y solcher Art ge-
geben ist, mit welcher multipliziert jene Gleichung integrierbar gemacht
wird, auch wenn wir oftmals diese Funktion nicht angeben konnen, be-
steht kein Zweifel, dass auch fiir die Differentialgleichungen zweiten Grades
g = Funk.(x,y und p) ein Multiplikator solcher Art existiert, der sie inte-
grierbar macht, und daher auf Differential ersten Grades zurtiickfiihrt. Nun
miissen hier aber Félle unterschieden werden, in denen dieser Multiplikator
entweder nur von den zwei Variablen x und y existiert, oder dartiber hinaus
die GrofSe p oder das Verhiltnis der Differentiale % involviert: denn wegen
dieses Unterschieds wird das Finden des Multiplikators mal leichter, mal
schwerer werden. Aber den am leichtesten zu entwickelnden Fall wird man
haben, wenn der Multiplikator nur eine Funktion der einen Variablen allein
war.

§11 Wenn also die Buchstaben P, Q, R, S, T genommen werden, um ir-
gendwelche Funktionen der Variablen x und y zu bezeichnen, werden die
einfacheren Ordnungen von Multiplikatoren fiir die Differentialgleichungen
zweiten Grades festgelegt werden:



Ein Multiplikator erster Ordnung P

Ein Multiplikator zweiter Ordnung  Pdx + Qdy

Ein Multiplikator dritter Ordnung ~ Pdx? 4+ Qdxdy + Rdy?

Ein Multiplikator vierter Ordnung  Pdx® + Qdx?dy + Rdxdy?* + Sdy®

etc.

Dies sind freilich die einfacheren Ordnungen, in denen p = Z—Z entweder
zu keiner oder einer oder zwei oder drei Dimensionen ansteigt: Leicht folgert
man aber, dass es geschehen kann, dass der Buchstabe p entweder tiber
Briiche oder irrationale oder aber transzendente Grofien auf den Multiplikator
einwirkt, Fille welcher Art ein riesiges Feld fiir neue Untersuchungen ertffnen.
Hier habe ich freilich beschlossen mich nur mit den dargelegten Formeln zu
beschiftigen, weil sie ausreichen um die erwdhnten Beispiele abzuhandeln und
uns zugleich zu um vieles allgemeineren mit ihrer Hilfe 16sbaren Gleichungen
fiihren werden.

§12 Nachdem also irgendeine Differentialgleichung zweiten Grades vorge-
legt worden ist,

g = Funk.(x,y und p),

welche fiir konstant angenommenes dx auf diese Form gebracht werden wird

dx

versuche man zuerst einen Multiplikator der ersten Form P, ob mit seiner
Hilfe die Integration gelingt; wenn nicht, nehme man einen Multiplikator
der zweiten Form Pdx 4+ Qdy, wenn welcher die Aufgabe nicht 16st, kehre
man zu Multiplikator der dritten Form zuriick, dann der vierten etc.; bald
wird sich aber erschliefSen lassen, ob die Integration mit Faktoren dieser Form
durchgefiihrt werden kann oder nicht; im zweiten Fall wird auf kompliziertere
Formen auszuweichen sein, und wenn wir uns an eine Rechnung dieser Art
gewohnt haben, werden wir uns die Moglichkeit erdffnen, fiir jeden Fall einen
geeigneten Multiplikator zu erkennen: An diesen Zweck wird die Entwicklung
der vorgelegten Beispiele angepasst sein.

ddy = dx? Funkt. (x,y und dy) ,



PROBLEM 1

§13 Nachdem diese Differentialgleichung zweiten Grades vorgelegt worden
ist:
2ayddy — dady? — y"Pdx* (14 xx)"7 =0,

in welcher das Differential dx konstant angenommen ist, ihr Integral zu finden.

LOSUNG

Demjenigen, der den Faktor der ersten Form P probiert, wird bald klar werden,
dass die Aufgabe nicht gelingt, wenn nicht n = —2 ist, in welchem Fall P = yl—s
wire und das Integral der Gleichung

2ayddy — 4ady® dx? 0
vy (14 xx)v/1+ xx

ware

2ady  xdx
vy v1+xx

und durch erneutes Integrieren hétte man

adx,

2
—;—\/1+xx:rxx+ﬁ,

so dass dieser Spezialfall keine Schwierigkeiten bereitet. Im Allgemeinen
versuche man also fiir einen beliebigen Wert des Exponenten n den Faktor der
zweiten Form Pdx + Qdy, und nach Reduktion der Gleichung auf diese Form

2
2addy — ﬂ —y"+4dx2(1 n xx)% _0
wird das Produkt sein:
2
+2aPdxddy — M _ Py”+4dx3(1 + XX)HT_l
=0,

3

+2aQdyddy — LMdey — QyHdx?dy(1 + xx)"T



welches nach der Annahme integrierbar sein muss. Die ersten Terme, was
tiir Funktionen auch immer P und Q von x und y sind, werden aber nur aus
der Differentiation von dieser 2aPdxdy + aQdy? entspringen konnen; daher
werden wir den ersten Teil des Integrals 2aPdxdy + aQdy? haben.

Wir wollen also das Differential von dieser von unser Gleichung abziehen
und wegen

B dP dP B aQ aQ
dP = dx <dx)+dy<dy>’ dQ—dx<dx>+dy<dy>

wird die Gleichung in Ordnung gebracht diese sein:

2 3

Py a3 (1 + xx) 1 Qu*+dx2dy(1 + xx) 1 4aPrj/xdy _ 4adey
apP apP aQ —
— 2 ) = 2 _ 3 =

2adx-dy (dx) 2adxdy (dx) ady <dy>

dQ
_ 2
adxdy (dx)

welche wegen des konstant angenommenen dx auf keine Weise integrierbar
sein kann, wenn sich nicht die mit dy® und dy? behafteten Terme jeweils
aufheben. Es ist also notwendig, dass gilt:

40Q aQy aQy
y+<dy>_0 oder 4Qdy—l—ydy<dy>—

4P dpP dQ\
y”(dy)*(dx) =0

Damit wir nun aus der ersten Gleichung den Wert von Q finden, wollen wir x
wie eine Konstante ansehen, und es wird

d
o(8)

sein, denn dy (‘;—f) bezeichnet des Inkrement von Q, welches allein aus der

Veranderlichkeit von y entspringt; weil daher 4Qdy 4 ydQ = 0 ist, werden wir
durch Integrieren Qy* = K einer Funktion nur von x erhalten, sodass

und



K dQ 1 /dK
== d ([Z=)= - (&2
o=y () =y (@)
ist, wo % eine Funktion von x sein wird. Nun nehme man in der anderen
Gleichung auch x als konstant an, und es wird werden:

dy (dK\
4Pdy + 2ydP + 2 (dx) =0,

welche mit y multipliziert und integriert gibt:

1 (dK
2Pyy — ]7 <dx> = 2L,

b L, 1 (i
Cyy o 23 \dx )’

wo L eine Funktion nur von x bezeichnet. Nachdem also diese Glieder gestri-
chen worden sind, wird wegen

4P\ 1 qaLy | 1 (dik
dx )  yy \dx) = 2y3 \ dx?

der der andere Teil des Integrals sein:

) n-1 n+2 1n+1 de n _ 2/ dj di dl ddl
dx /((1+xx)2 (Ly™"dx + 5y dx(dx + Ky'dy | —2adx yy \ dx +2y3 iz ) )’

weil welches aus zwei Termen besteht, muss fiir das erste L = 0 sein, und das
Integral des Terms

/(1 +xx)'7 (;y”“dx <‘ZII;> +Ky”dy>

Kyn+1
n+1

und daher

wird

n—1

(14+xx) 2

sein. Es ist also tibrig, dass

10



yn+1dK
n—+1

i1 (n— 1)Ky lxdx
1
(1+xx) 7 + ——

n—1

(1+2xx)"7 = %y"“dK(l +xx)

oder

2(n —1)Kxdx = (n — 1)dK(1 + xx)

gemacht wird. Und daher findet man K = 1 + xx, sodass das erste Glied des
anderen Teils des Integrals

—my’“’ldxz(l +xx)'T

ist; aber das zweite Glied wird wegen L = 0 und (?712() =2

2
—2adx2/dz = adix
y vy

werden; weil dessen Integration direkt gelingt, ist die ganze Aufgabe erledigt,
und der andere Teil des Integrals wird sein:

n dx2
a2 w1 aex
n+1y x*(1+xx) 2 + ”

Weil darauf L = 0 und K = 1 + xx ist, wird <‘;—I§> = 2x sein, und daher wird
werden:

daher wird man als ersten Teil des Integrals

2axdxdy  a(1+ xx)dy?
o
haben. Deshalb wird das vollstindige Integral der vorgelegten Differenzendif-
ferentialgleichung unter Verwendung des konstanten Terms Cdx? sein:

2

adx N 2axdxdy N a(1+ xx)dy?

_ 71+1d21 ﬂzcd 2.
w P v ol A = Cd

oder durch Multiplizieren mit y*:

11



n+1
2

"X (14 xx) T = a(yydx® + 2xydxdy + (1 + xx)dy?) — Cy*dx?,

n—f—ly

was hervorragend mit dem tibereinstimmt, was ich zuvor [§ 5] mit einer
indirekten Methode erreicht hatte.

KOROLLAR 1

§14 Die Differenzendifferentialgleichung

—y"d?(1 4+ xx)"T =0

2
2addy — ém;iy

wird integrierbar gemacht, wenn sie mit diesem Faktor

xdx  (1+ xx)dy
5 T 1
Y Y
multipliziert wird, wenn welcher anderswoher hitte erkannt werden kon-

nen, hitte die vollstandige Integration ohne eine Schwierigkeit durchgefiihrt
werden konnen.

KOROLLAR 2

§15 Wenn also umgekehrt die gefundene Integralgleichung

ayydx* + 2axydxdy +a(1 + xx)dy* y
yt n+1

n+1
2

lax? (14 xx) 2 = Cdx?

fiir konstant genommenes Element dx differenziert wird, wonach die Kon-
stante C aus der Rechnung herausgeht, wird das Differential durch diese
Formel

xdx (14 xx)dy
gy

oder diese

xydx + (1 + xx)dy

teilbar sein, und erst nach der Teilung wird die vorgelegte Differenzendiffe-
renzialgleichung hervorgehen.

12



KOROLLAR 3

§16 Wenn die vorgelegte Gleichung 7”;2“ multipliziert wird, dass man

2\ T+ xr
2a <ddy - Zdyy ) 1;‘: aa

hat, wird der sie integrierbar machende Multiplikator sein:

—y"dx*(1+xx)2 =0

xydx
— +dyV1 =d-yv1 .
Trex IVITH Vit

Wenn

yWl+xx=z

gesetzt wird, wird man diese Gleichung erhalten:

2addz(1 + xx)?  4adz*(1+xx)?  4daxdxdz(1+xx) 2adx®> 5
o - 7 + o -3 —z"dx* =0,

welche mit dz multipliziert eine Integration zuldsst. Das Integral wird ndmlich
sein:

adz?(1 + xx)? N adx? 1

— 2" ldx? = Cdx?.
z4 zz n+1

KOROLLAR 4

§17 Dabher ist also klar, wie mit einer geeigneten Substitution die Integration
erleichtert werden kann; nachdem namlich die vorgelegte Gleichung mit der
Substitution y = \/1':_7 in diese letzte Form transformiert worden ist, wire es
nicht weiter schwierig, die Integration durchzufiihren. Aber weil eine solche
Substitution auflerdem nicht so leicht zutage tritt, wenn der Multiplikator von
dritter oder hoherer Ordnung war, wird eine solche Reduktion nicht einmal

einen Platz finden konnen.

SCHOLION

§18 In dieser Losung habe ich eine einzigartige Art von Kalkiil verwendet,
mit welcher, um die Einfithrung von vielen Buchstaben zu vermeiden, ich das
Differential der Funktion P der zwei Variablen x und y ausgedriickt habe als

13



ap dap

wo in gewohnter Weise dx (%) das Inkrement von P bezeichnet, das allein

aus der Veranderlichkeit von x entspringt, und dy (‘%) ihr Inkrement, was

allein aus der Verdnderlichkeit von y entsteht; es ist aber bekannt, dass diese

Inkremente addiert das vollstindige Differential von P liefern, das aus jeder

der beiden Variablen x und y entsteht. Daher werden die Formeln (‘ZTI;) und

(%) endliche Funktionen der Variablen x und y bezeichnen, welche man

nattirlich durch Differentiation nach Weglassen der Differentiale hat; wenn
also

P=yv1+xx

ist, wird

dP\  xy dPy
<dx> N v1+xx und (dy) = Vit

sein. Dann wird aber nach Erkennen des einen Teils eines Differentials von

dieser Art wie beispielsweise dx (’;—5) die Grofle P daher aus dem Teil heraus

erkannt. Denn nachdem ndmlich allein x als variable betrachtet worden ist,

wird
P = /dx <dP> +Y
dx

sein, wiahrend Y eine Funktion nur von y bezeichnet, und aus dieser Quelle
habe ich die Losung die Werte der Grofien P und Q bestimmt. Es ist auch

offensichtlich, wenn K eine Funktion nur von x war, dass dann dx (%) ihr

vollstandiges Integral bedeutet, sodass dx (%) = dK ist; weiter bezeichnet

d- (dK : dx)

ddK) dasselbe wie <dx> , oder wenn (%) =

aber dieses Zeichen (W

gesetzt wird, wird (‘;‘1712() = (%) sein. Es wird ndmlich k gleichermafien eine

Funktion nur von x sein; wenn also K = /1 + xx ist, wird

<dl<>_ o (ddK)_ 1
dx ) 1+ xx dx? ) (14 xx)V/1+ xx

14



sein; und auf diese Weise wird sich weiter fortschreiten lassen, dass

<d3K> _ —3x
dx’ (14 xx)2/1 + xx
ist, und es scheint ratsam, dies zum Verstandnis so dieser Losung wie der

folgenden Losungen angemerkt zu haben. Weiterhin fiihrt die Betrachtung
dieser Losung leicht zum folgenden allgemeineren Theorem.

THEOREM 1

§19 Diese Differentialgleichung zweiten Grades, fiir konstant festgelegtes
dx,

n—4m+3

dy?
addy — ’”“yy +y"dx? (@ 4 2Bx + yxx) I =0
wird integrierbar gemacht, wenn sie mit diesem Faktor multipliziert wird:

(B + yx)dx (o 4+ 2Bx + yxx)dy
(m _ 1)y2m71 y2m 4

und die Integralgleichung wird sein:

ayy?dx® +2(m — 1)a(B + yx)ydxdy + (m — 1)%a(a + 2Bx + yxx)dy?
2(m — 1)y

n—2m+14,.2 Com
i_zmixl(zx +2Bx + 'yxx)% = Cdx?.

KOROLLAR 1

§20 Wenn n = 1 war, wird diese Differentialgleichung zweiten Grades
hervorgehen:
 mady? ydx?

dd =
R (R IR i

welche also mit

(B + yx)dx (a +2Bx + yxx)
(m _ 1)y2m—1 yZm
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multipliziert integrierbar wird, wahrend ihr Integral ist:

ayyydx? +2(m — 1)a(B + yx)ydxdy + (m — 1)%a(a + 2Bx + yxx)dy?
2(m —1)2y>m

_ yydx® il
2(m —1)y2"(a + 2Bx + yxx) Cax”.

KOROLLAR 2

§21 Nachdem m —1 = u gesetzt worden ist, wenn wir y = el vix festlegen,
wird unsere Gleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung werden:
dx

_ =0,
adv — pavodx + (@ 1 2% + 7x2)?

deren Integral also
ayyydx® + 2ua(B + yx)ydxdy + p*a(a + 2Bx + yxx)dy?
o pyyde 22
&+ 2Bx + yxx = 2upCyax

sein wird oder nach Einsetzen seines Wertes fiir y

K

...~ 2u [ vdx
a4 2Bx + yxx '

ay +2ua(B + yx)v + pla(a +2Bx + yxx)vo — = 2uuCe

KOROLLAR 3

§22 Wir haben also sofort eine partikuldre Integralgleichung der vorgelegten
Differentialgleichung;:

dx
adv — pavodx + (@ 2% + 7x2)? =0,

nachdem C = 0 gesetzt worden ist, welche ist:

H

= 2 2 2 -
0=ay+2ua(B+ yx)v+ p-a(a +2px + yxx)vo 2T 2Bx T ax

16



aus welcher mit einer von mir anderenorts dargestellten Methode das voll-
standige Integral gefunden werden kann. Ja, wenn jene Differentialgleichung
durch die Integralform geteilt wird, wird sie sogar integrierbar gemacht
werden.

PROBLEM 2

§23 Nachdem diese Differentialgleichung zweiten Grades vorgelegt worden
ist:

ddy N adx? B
y (@ +2Bx + yxx +cyy)?

in welcher das Differential dx als konstant angenommen worden ist, ihr
Integral zu finden.

4

LOSUNG
Man versuche die Integration wiederum mit dem Faktor Pdx + Qdy, und
nachdem der Kiirze wegen
a+2Bx +yxx+cyy =2
gesetzt worden ist, verwandle man diese Gleichung in diese Form:
aydx?
77

welche mit Pdx + Qdy multipliziert liefert:

ddy +

=0,

aPydx? N aQudx*dy
77 z7
Weil diese integrierbar sein muss, wird sie sofort

Pdxddy + Qdyddy + 0.

L. den ersten Teil des Integrals = Pdxdy + %Qdyz geben;
es ist also iibrig, dass der folgende Ausdruck integrierbar gemacht wird:

1,5(dQ\ 1, ., (dQ\ , aQudx*dy _aPydx® o (dP\ ., (dP
Zdy (dy) zdxdy <dx>+ AR dxdy ay dx-dy 7 )

17



Es ist also als erstes notwendig, dass (%) = 0 ist, woher Q eine Funktion

nur von x wird, die Q = K sei; dann sind aber auch die dy2 involvierenden
Terme zu zerstoren, aus denen wird:

() 72 (5) =

oder fiir allein variablel angenommenes y:

dy <ZK> +2dP =0,

deren Integral

1 [/dK
Pty ()

ist, wobei L auch eine Funktion von x bezeichnet. Daher wird wegen

(%)~ () ()

und des als konstant angenommenen dx der andere Teil des Integrals sein:

2 [0 (g L (0K et fay (1) Ly (1K
dx/ZZ (Ld ydx(d)—i—Kdy) dx? dy((dx Y2 ) )

aber es ist

aKydy _ / ydy
z7Z (@ +2Bx + yxx + cyy)?’

woher fiir das Integral der

Kdx?
II. Teil als = 2c gy

entsteht, und daher muss sein:

ay 1 _ o a (@ + 2Bx + yxx + cyy)dK — 2Kdx (B + yx)
zZ <de 2Y dK) T2 77
oder

18



acLydx — %acyydK = aKdx (B + yx) — %adK(tx +2Bx + yxx + cyy)
oder auch

1
acLydx = aKdx(B + yx) — EadK(zx + 2Bx + yxx).
Es ist also ersichtlich, dass L = 0 und K = & + 2fx + yxx sein muss. Daher
wird wegen (%) =2y
II1. der letzte Teil des Integrals = %’yyydxz
sein. Weil also gilt:

P=—-y(B+vx) und Q =a+2Bx+ yxx,

wird unser Multiplikator sein:
—ydx(B -+ 7x) + dy(a + 2Bx + yx),

und man wird das gesuchte Integral haben:

a(a +2Bx + yxx)dx?
2c(a + 2Bx + yxx + cyy)

1
—ydxdy(B + yx) + Edyz(zx +2Bx + yxx) —

-I-%’yyydxz = Cdx?.

Aber wenn C = 5% + C gesetzt wird, wird das Integral dieses sein:

1 1
E'yyydxz — ydxdy(B + yx) + Edyz(zx + 2Bx + yxx)

ayydx? )
= Cdx~“.
+2(o¢ +2Bx + yxx + cyy) *

Diese Form stimmt mit der iiberein, die ich oben [§ 6] dargeboten habe.
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THEOREM 2
§24 Diese Differentialgleichung zweiten Grades fiir konstantes dx

n+14,.2
ddy + ay dx n+4 = 0
(4 2Bx 4+ yxx +cyy) =

wird mit diesem Multiplikator integrierbar gemacht werden:

—ydx (B +rx) +dy(a +2px + yxx)

und das Integral wird sein:

1 1
E’yyyde — ydxdy(B + yx) + Edyz(u& + 2Bx + yxx)

n+2 1,2
+ ay""dx = Cdx,
(n+2)(a+2Bx +yxx+cyy)

KOROLLAR 1

§25 Der Fall des Problem entsteht aus diesem Theorem, wenn n = 0 gesetzt
wird. Im Ubrigen wird das im Theorem dargebotene Integral auf die gleiche
Weise gefunden, auf die wir die Losung des Problem gegeben haben; daher
wire es tiberfliissig, seinen Beweis hier hinzuzufiigen.

KOROLLAR 2

§26 Wenn c = 0 gesetzt wird, wird man den Fall haben, welcher sich auch
aus dem ersten Theorem ableiten ldsst, wenn dort m = 0 gesetzt wird. Wah-
rend namlich % fiir a und n + 1 anstelle von n geschrieben wird, stimmt das
dort gegebene Integral vollkommen mit diesem iiberein, welches das Theorem
fiir den Fall ¢ = 0 an die Hand gibt.

KOROLLAR 3

§27 Dieses Theorem umfasst sogar das erste in sich: Denn die Gleichung des
ersten

2
addy — maydy + ydx (w4 2Bx + yxx) BE =0,

20



wenn y = zTm gesetzt wird, geht in diese {iber:

n—4m+3

znddz + zTndx? (o + 2Bx + yxx) 2 =0

oder

dd n—m n—am
1“_ ; 4z dx? (a + 2Bx + ')/xx)% =0.

Wenn also nun = = n + 1 gesetzt wird, dass n = 1 — n(m — 1) wird, wird

diese Gleichung in diese Form iibergehen:

dd e
% + 2" dx? (0 4 2Bx + yxx) T =0,
welches ein partikulédrer Fall des gegenwartigen Theorems ist, aus welchem
sie entsteht, indem ¢ = 0 gesetzt wird.

KOROLLAR 5

§29 Hier tritt ein besonders bemerkenswerter Fall auf, wenna =0, 8 =0,
v = ¢ = 1 ist, in welchem man diese Gleichung hat:

n+1 442
ddy + 24—,
(xx +yy) =
deren Integration also ist:
1 n+2 4,2
~(ydx — xdy)* + ay" dx — = Cdx*.
2 (n+2)(xx+yy) 2
Man setze y = ux, es wird ydx — xdy = —xxdu sein, und das Integral wird
werden:
n+24,.2
1x4duz + au”dx — = Cdx?
2 (n+2)(1+uu) =z
und daher
dx du(1+ uu) =

x \/ZC(l +un)'s — 2 ynt2

welche wegen der getrennten Variablen erneut integriert werden kann.
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SCHOLION

§30 Auch hier liefert die Form des Multiplikators eine geeignete Substitution,
mit deren Hilfe die Differenzen-Differentialgleichung in eine andere leichter
zu hindelnde Form tiberfiihrt werden wird. Es muss natiirlich

Yy =2z\/a+2Bx + yxx
gesetzt werden. Die Natur der Formel suggeriert aber diese Substitution an
(e +2Bx + yxx + cyy) *+,

weil auf diese Weise eine einzige Variable in der Klammer {ibrig bleibt. Aber
durch diese Substitution wird die Gleichung selbst um vieles komplizierter,
sodass, auch wenn die mit dem einfacheren Faktor

dz(a +2Bx + 'yxx)%

integrierbar gemacht wird, das dennoch weniger klar ist. Aber wenn der
Multiplikator von dritter oder hoherer Ordnung war, kann eine Substitution
von dieser Art nicht einmal in bequemer Weise gefunden werden, wie es in
den beiden anderen Beispielen passiert ist.

PROBLEM 3

§31 Nachdem diese Differentialgleichung zweiten Grades vorgelegt worden
ist:

yyddy + mydy* = axdx?,

in welcher das Differential dx als konstant festgelegt worden ist, ihr Integral
zu finden.

LOSUNG

Weil weder der Multiplikator erster noch zweiter Ordnung zum Erfolg fiihrt,
entnehme man ihn aus der dritten Ordnung. Nachdem also die Gleichung auf
diese Form gebracht worden ist:

2 2
ddy + _axdxm
y yy
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werde sie mit Pdx? + 2Qdxdy + 2Rdy? multipliziert, woher man sofort haben
wird:

L. Der erste Teil des Integrals Pdx*dy + Qdxdy? + Rdy?
und durch Integrieren bleibt diese Form zurtick:

_andx4 _ 2aQxdx3dy B 3aRxdx?dy?

vy vy vy
N de;czdyz N 2mQ;Zxdy3 N 3m1;dy4

dP dP aQ dR
_ 3 ) 24,2 [ 27 ) _ 3 I=) _ 4,422
oeis () i (5g) - () o ()

aQ dR
— Ax2d,2 _ 3
dx-dy (dx> dxdy <dx>

Aber diese Form kann nur integrierbar sein, wenn die Glieder, die dy?, dy>
und dy* verwickeln, sich aufheben. Zuerst werden wir also fiir dy* haben:

3mR dR)
y <dy =y

wo x als konstant angenommen wird, woher R = Ky3’” wird, wihrend K eine
Funktion nur von x bezeichnet, und so wird sein:

(@)= (&)

Nun wird fiir die Zerstorung der dy® enthaltenden Terme werden:

@_ (dQ> _y3m <dK) =0
y dy dx
oder fiir konstant angenommenes x:

dK

2mQdy — ydQ = y>"dy (dx) ,

2m+1

welche durch y geteilt und integriert gibt:
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;Q:L m+1 diK L
vy o om+1 dx ’

nachdem erneut L fiir eine Funktion von x genommen worden ist, sodass gilt

1 dK
_ 2m 3m+1 [ %™
Q=1ly m+1y <dx>'

O\ (AL 1 . (ddK
ix ) =Y dx m—l—ly dx2 )’

Man zerstore schliellich auch die dy? enthaltenden Terme, woraus hervorgeht:

dL 1 ddK mP dP
. 3m—-2, . 2m [ Y™ = 3m+l [ BB (22 -
3aKy XY <dx>+m+1y <dx2>+ y <dy> 0,

die fiir konstant angenommenes x mit ydy multipliziert liefert:

und daher

. . dL 1 ddK
—3aKxy®™ dy — y*"dy <dx> - myg’ 24y <dx2> +mPdy —ydP = 0,

welche durch 3" 1

—3a 1 dL 1 ddK P
Kxy2m=1 _ m+1 [ “& 2m+2 () —
om—1Y mi1” (dx>+2(m+1)2y <dx2> g TM=0

geteilt und integriert gibt:

wahrend M eine Funktion nur von x bezeichnet. Also wird

3a 1 dL 1 ddK
K 3m—1 _ 2m+1 [ 2~ 3m+2 [ “HIN
om 1Y m+17 (dx>+2(m+1)y (dx2>

P = My" —

und daher

ap\  , (dM 3a 3m—1 3ax 5,1 (dK 1 5,1 (ddL
<dx)_y (dx) 2m—1Ky om — 17 dx m—f—ly dx2

1 y3m+2 d?’l
2(m+1)? x3 )’

+
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Nun werden die Terme

3
_ 2aQuxdx’dy dxdy <dP>
vy dx

integriert, fiir konstant angenommenes X, den

II. anderen Teil des Integrals:

1 1 dK
_ 3(__ ~ 7.,2m-1_ _  +  _3m [ _ 3
2axdx <2m—1Ly 3m(m+1)y (dx)) Ndx
1 dM a ax dK
4.3 - om1 [y 3m __ _ *r 3m [ 4
ax (m+1y <dx> m(2m—1)Ky m(2m—1)y <dx>

o1 22 ddL 4 1 e #K
2(m+1)? dx? 6(m+1)3 dx3

an die Hand geben. Das Differential von dieser muss also fiir konstant gesetz-
tes y gleich dem restlichen Teil % sein; daher werden nach Teilung durch

dx* die folgende Gleichung haben:

3aaxx ax dL ax ddK
m—2 3m—3 2m—1 3
aMxy _Zm—le T m+1! <dx>+2(m+1)2ym<dx2>

2a 2a dK 2ax dL 2ax ddK
o L 2m—1 3m [ XM} 2m—1 [ Y~ 3m [ “HN
om—1" +3m(m—|—1)y (dx) 2m —17 dx +3m(m+1)y dx?
_ 1 m+1 ddM a 3m diK a 3m diK
m+1” < dx? +m(2m—1)y dx +m(2m—1)y dx
Lo o ddK n 1 22 diL _ 1 o di(
m(2m —1) dx? 2(m+1)2 dx3 6(m+1) dx*
= einer Funktion von x = <dN> .
dx
Hier mache man nun die einzelnen verschiedenen Potenzen von y jeweils zu
Null, und weil y”2 und y*"~3 einmal auftauchen, werden wir, wenn nicht

m = 2 oder m = 1ist, M = 0 und K = 0 haben; und es werden nur die M
behafteten Terme {ibrig bleiben, unter welchen y?"2 abgesondert ist; daher

3 .
muss (ZT%) = 0 sein, und daher
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L =ua+2Bx+ yxx,

die tibrigen mit y>"~! behafteten geben:

~2ax(B+7x)  2a(a+2Bx+yxx)  dax(B+ 7x)

m+1 2m —1 2m —1 =0

Daher muss
d B+ rx 4,[%+3’yx_0
m—+1 2m—1

sein. Diesen Bedingungen kann im Allgemeinen nicht Geniige geleistet wer-
den; es sind also die folgenden Fille festzulegen:

=0 un

I. Wenn & = 0 und -y = 0 ist, wird m = —1, sodass die vorgelegte Gleichung
ist:

yyddy — %ydyz = axdx?
oder

2 2
ddy - T
2y vy

Weil also K =0, L = x, M = 0 ist, wird sein:

R =0, Q:; und P = -2
und unser Multiplikator wird sein:

_odi? 4 2xdxdy
Yy

und daher das gesuchte Integral:

xdxdy? N axxdx®
vy

—2dx?dy + = Cdx?,
oder durch Teilung durch dx

axxdx® + xydy? — 2yydxdy = Cyydx>.
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Il. Esseia =0, B =0, es wird m = —2 sein und die vorgelegte Differenzen-

5
differentialgleichung:

2dy? _ axdx?

ddy — =0.
YTy vy
Weil also K =0, L = xx und M = 0 ist, wird
R =0, Q:xxy’%, P = —gyx%

sein, woher unser Multiplikator werden wird:

— %xy%dx2 + 2xxy’%dxdy

und das gesuchte Integral

1 1 2
—goxy%dxzdy + xxy Sdxdy? + ?Oax“a’y’%dx?’ + gygdx3 = Cdx®

oder durch Teilen durch dx und Multiplizieren mit y%

—g—oxyydxdy + xxydy? + %aﬁdxz + %y%xz = Cy%dxz.

III. Zuvor haben wir aber schon zwei Fille erwidhnt, in denen entweder
m = 1 oder m = 2 ist. Es es also m = 1 und die vorgelegte Gleichung

axdx?

und es muss

AN _ aMx 3aaxxK — 1ax aL + 1ax 3 (44K
dx ) y 2™\ 8™ a2
1 5 (dK dL\ 1, (ddK
2aly + 3 <dx> 2axy (dx) + 34Xy <dx2>
2\ a2 Y\ ax ¥\ a2 8 i 87 \axx )

woher wir M = 0, N = —3aa f Kxxdx und
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5 (dL 35 (ddK 7 (dK 3L d*K
Sela) e (@) 5 (5) -0 ()0 (&)-

erhalten. Diesen Bedingungen wird Gentige geleistet, wenn wir nehmen:

L=0, K=1, M=0 und N = —aax?,

woher wird: R = y%, Q = 0, P = —3axy>.
Daher wird unser Multiplikator sein:

—Baxy?dx* + 3y’dy?
und das gesuchte Integral:

—Baxy?dx*dy + yPdy® + ay’dx® + aax>dx® = Cdx>.

IV. Es sei nun m = 2, dass unsere Gleichung

2
ddy—l—Zdy axdx _ 0
Yy vy

wird, und es muss dieser Gleichung geniige geleistet werden:

AN dL 1 5 (ddM
<dx> = aMx — aaKxxy® —faLy — axy’ <dx> 3y <dx2>

+a dK_|_1 L _|_1 ddiK_L7d47K
v dx 18y dx3 3 Xy dx? 162y dxt )’
Es wird also N = a f Mxdx sein, und es kann L = 0, K = 0, M = 1 gesetzt
werden, woher N = 2axx wird. Daher wird aber:

R=0, Q=0, P=y>
sodass der Multiplikator y*dx? und das Integral

yydx?dy — axxdx = Cdx®

oder

2yydy — axxdx = 2Cdx

sein wird.
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KOROLLAR 1

§32 Also ist der letzte Fall, in dem m = 2 ist, der leichteste von allen, weil er
sogar mit einem Multiplikator von erster Ordnung erledigt werden kann, ja
das Integral der Gleichung

yyddy + 2ydy* = axdx®

ist sogar auf den ersten Blick als

yydy = %axxdx + Cdx

ersichtlich. Aber der erste und zweite Fall, in denen m = —% und m = —%
ist, hatten mit einem Multiplikator der zweiten Form, wegen R = 0, aufgeltst

werden konnen.

KOROLLAR 2

§33 Allein der dritte Fall also, in dem m = 1 ist, ist sehr schwer l6sbar, weil
er einen Multiplikator der dritten Form verlangt. Daher bemerke man, dass
die folgende Differentialgleichung zweiten Grades

yyddy + ydy* — axdx* = 0
integrierbar gemacht wird, wenn sie mit 3ydy* — 3axdx? multipliziert wird,
und das Integral ist:

yody® — 3axyydx’dy + ay’dx® + aax’dx® = Cdx®.

KOROLLAR 3

8§34 Weiter ist aber zu bemerken, dass dieser Ausdruck in drei einfache
Faktoren aufgelost werden kann. Wenn namlich der Kiirze wegen a = ¢ und
1+v/=3 1-v/=3

p=——3—undv= —% gesetzt wird, kann diese Integralgleichung so
dargestellt werden:

(ydy + cydx + c*xdx) (ydy + peydx +vcxdx) (ydy + veydx + pc*xdx) = Cdx>.
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KOROLLAR 4

§35 Wenn diese Konstante C hier = 0 genommen wird, gehen daraus sofort
drei partikuldre Gleichungen hervor:

ydy + cydx + c*xdx = 0,
ydy + pcydx + velxdx = 0,
ydy + veydx + pc?xdx = 0,

von welchen die erste den schon oben [§ 7] angegebenen Fall enthilt, die zwei
tibrigen sind hingegen imaginar.

SCHOLION

§36 Es bleibt also das vierte Beispiel iibrig, welches

ds*(ass + Bs + ) = rrdr* + 2r°ddr

war, was nach Setzen von

r = y%, dass gﬂt dr = %y’%dy und ddr = %yi%dd]/ _ %y,%dyzl

in diese Form tibergeht:

gy%ddy = ds*(ass + Bs + 7).

Im Allgemeinen beobachte ich aber, wenn man eine Gleichung von dieser Art
hat:

Sds? = mrtdr® + nr'lddr,

dass sie mit der Substitution » = y#++ auf diese einfachere Form zuriickgefiihrt
wird:

nn un—m+n
y m+n ddy
m+n

Also lassen sich alle Gleichungen dieser Art in dieser einfacheren Form
erfassen:

Sds? =

ddy = y" Xdx*.
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Wir wollen also sehen, in welchen Fillen so des Exponenten n wie der Funktion
X diese Gleichung mit unserer Methode integriert werden kann.

PROBLEM 4

§37 Falle fiir den Exponenten n und die Natur der Funktion x zu finden, in
denen die Differentialgleichung zweiten Grades
ddy +y"Xdx> = 0,

wo dx konstant ist, integriert werden kann.

LOSUNG I
Man nehme zuerst den Multiplikator erster Ordnung, P, und es wird diese
Gleichung zu integrieren sein:
Pddy + y"PXdx* = 0,

und das Integral des ersten Teil wird = Pdy sein, und es bleibt dieser zu
integrierende Ausdruck zurtick:

dpP dP
n 2 Y og,2 (2
y'PXdx" — dxdy <dx> dy <dy> ,

woher es notwendig ist, dass (%) = 0 ist, und daher P eine Funktion nur von

x. Es sei also P = K, und wegen des konstanten dx muss integriert werden:

dx <y”Kde —dy <Ccll§>> ,

deren Integral nur existieren kann, wenn

—ydx (if;) = —ydK

ist. Es muss aber

y"KXdx* +yddK =0

sein, was nicht sein kann, aufier unter diesen Bedingungen:
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ddK

=1 d X=—-——-,
n un Kdx2

und dann wird die Integralgleichung sein:

Kdy — ydK = Cdx.

LOSUNG II

Nachdem ein Multiplikator der zweiten Form Pdx + 2Qdy genommen worden
ist, ist die Gleichung integrierbar zu machen:

2Qdyddy + Pdxdyy + y" Xdx?*(Pdx +2Qdy) = 0,

woher der erste Teil des Integrals als

I Pdxdy + Qdy®

berechnet wird. Es ist also iibrig, dann man integriert:

y"OXdx3 +2y"QXdx2dy

dp dp
—dx? | = 2=
o dy<dX> Ay (dy>

dQ dQ
- (5) -4 (3).

Damit die Terme herausgeworfen werden, in denen dy mehr als eine Dimensi-
on hat, muss

<dQ> =0; wund daher Q = K einer Funktion von x sein.

dy

Darauf haben wir

dP dQy dKy\
(dy) + <dx) =0, oder dP+dy (dx) =0,

woher wird:
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P=L-y (?;) und <Z§>

aPY _ (dLY _ (4K
dx) Y\ a2 )
Nun wird der andere Teil des Integrals sein:

dx? / (y"Pde +2y"QXdy — dy (g) )

oder

+y"LXdx + 2y"KXdy

K dL ddK\ [
_ an+1 et o e hitdtah
y de(dx) dy<dx>+ydy<dx2)

aus der Verdnderlichkeit von y wird also der andere teil des Integrals erschlossen:

2 dL 1 ddK
2 n+1 _ _ _
L dx (n YKX —y (dx> - 2yy<dx2> +M> :

Und die Verdnderlichkeit von x erfordert, dass gilt:

dx?

dK 2 ax 2 dK
n _ . n+l it I n+1 “wa n+1
yLX =y X<dx> n+1y K(dx>+n+1y X( >

dx
(ALY 1 (#KY (am
Y dx? ZW dx3 dx |-

Wenn wir n unbestimmt lassen wollen, muss
d3K dM
L p— — p— — p—
0, (dx3> 0 und (dx) 0
sein; dann aber
2 dX n+3 dK
K| — —X(—) =
n+1 <dx>+n+1 (dx) 0,

n+3

K7 X=A,

woher man

einer Konstante, berechnet; aber wegen (%) = 0 wird
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A
n+3

K=« +2Bx +yxx seinund daher X =
(0 +2Bx + yxx) 2

und

Q=ua+2px+yxx; P=-2y(B+ 7x).
Deshalb wird der Multiplikator sein:

—2ydx (B + yx) + 2dy(a + 2Bx + yxx)
und das Integral dieser Differenzendifferentialgleichung
Ay"dx?

n+3

(0 + 28+ yxx) '

ddy + =0

sein:

) Ayn+1
—2ydxdy(B + yx) + dy~(a + 2Bx + yxx) + |

41 (a4 2Bx 4 yxx) T

+yyydx* = Cdx®,

Es sind aber die Falle iibrig, in denen entweder n = 1 oder n = 2 ist.

I. Es sei n = 1; und die vorhergehenden Bedingungen erfordern

ddL 2 dX n+3 dK 1 /d*K
LX+ <dx2> =0 n+1K<dx> +n—|—1x<dx> t3 <dx3> =0

oder

3
LXdx®> +ddL =0 und 2KdX + 4XdK + dx (iﬁ) =0;
daher wird
3
2KKX + / @ = Konst.
dx2

und daraus
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1
2KKXdx?* + KddK — Edl<2 = Edx?
und

5 _ Edx? + 5dK? — KddK
B 2KKdx? ’
wéhrend E eine Konstante bezeichnet. Fiir die erste Bedingung setze man aber

L = 0. Daher wird
dK
Q - K/ P - —]/ (dx>

sein; und das Integral dieser Gleichung

ddy +yXdx* = 0,
wahrend
Edx? + $dK? — KddK

2KKdx?
ist, was fiir eine Funktion von x auch immer fiir K genommen wird, wird sein:

X =

_ aK 2 2 1 (BKY g
ydxdy <dx> + Kdy” + yyKXdx~ + 2yydx <dx2> = Cdx”.

II. Es sei n = 2; und die Bedingungen verlangen:

1 (&K ddL
2KdX +5XdK =0, LX =3 <dx3> , <dx2> = 0.

Die erste gibt X = AK~3, welche in die andere eingesetzt
2ALK 3dx® = &K

liefert; aber wegen

ddL . .
<dxz> =0 wirdsein L =&+ Bx,

woher nach Setzen von

K= (a+ Bx)*
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auch

240+ p2)'F = (e = 1) — 2) (@ + ) p°
und y = & sein wird; und daher
_ —48 5 A —4p

2A = —— und X = = .
343 (a+ Bx)7  343(a+ px)7

Weiter

Ni=

Q:((x+/3x)%; Pza+ﬁx—§ﬁy(o¢+ﬁx) )

Als logische Konsequenz ist das Integral dieser Differenzendifferentialglei-
chung

ddy +y*Xdx* = 0

_ ap
343(x + px) 7

dieses

8 1 8 16833 dx?
dxd (uc-i— x— zBy(a+ x7>+d2(x—|— x)7 — —— S
y{a+px—pyla+ px) y(a+ px) 303(a 1+ )"
2.279.2
,Bydx2 4By dx = Cdx?
49(a + Bx)7

III. Wenn n = 2 ist, verdient noch der Fall bemerkt zu werden, in welchem
L = « ist, und fiir

gesetzt wird

sein, woher
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6-1-8 wird und daher

yzé und 20A =

7 343
Daher wird

6 24 A
K — 7, L = X = —
* 343A =

sein; und weiter

6 24 6y
Q=X =354 0

24

YT 3a3A

Als logische Konsequenz wird das Integral dieser Gleichung

2 1,2
ddy + B _ g
X7

dieses sein

24dxdy  6ydxdy n xgdyZ L

2Ay3dx? _ 3yydx?

343A Ty 3x0 497

LOSUNG III

Nach Nehmen des Multiplikators

Pdx? +2Qdxdy + 3Rdy?

wird der erste Teil des Integrals

Pdx*dy + Qdxdy? + Rdy?,

und der iibrige zu integrierende Ausdruck
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y"PXdx* + 2y"QXdx3dy + 3y"RXdx*dy?

dQ dQ
242 _ 3
dx-dy (dx> dxdy <dy>

dR dR
o 3 (%) 4 (27
dxdy (dx) 4y (dy)'

woher sofort, wie wir zuvor gefolgert haben, R = K einer Funktion von x ist,
dann aber

dK d dL ddK
Q=t=v(g) o (%)= (&) (m)

Dann liefert die Streichung der mit dy? behafteten Terme:
dp dL ddK
n p— — —_ —_— — =
WA <dy> (dx)+y(dx2> v

VRN AN NZ T SO S
P=M y<dx>+2yy<dx2>+n+ly kX

woher

wird. Weil also

d£ — d7M _ @ + 1 51371( 4 3 n+1 dKX
dx )\ dx Y dx? Zyy dx3 n-+ 1]/ dx
ist, liefern wegen

2y"QXdx>dy = 2Xdx® <y”Ldy —y"dy <ZI;>>

die mit dy behafteten Terme den anderen Teil des Integrals
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2 2 dK adM 1 ddL
n+1 __ n+2 ) e - _
n+1LXy n+27 X(dx) y(dx)+2yy<dx2>

1, (&K 3 g (AKX
6" <dx3> (n+1)(n+2)y dx N

Nun muss aber, wegen des ersten Terms y”Pde4,

dx3

dL 1 ddK 3
__ . n _ 4 ntl S nt+2 2n+1
0=y"MX —y X(dx)+2y X(dx2)+n+1y KXX

_ 2 n+1 dLX 2 n+2 ddl 2 n+2 dix d7K
n+1’ (dx >+n—|—2y X dx? +n—|—2y dx dx

L (MY 1 (PLY 1KY 3 pi2 (AKX AN
Y\ a2 2\ da3 67 \dx (n+1)(n+2)y dx? dx

sein. Hier muss aber, wenn wir n nicht bestimmen wollen, K = 0 und daher
R = 0 sein, woher dieser Fall auf den vorhergehenden zuriickgefiihrt werden
wiirde. Wir wollen also die folgenden Fille anschauen:

I. Es sei n = 1; und es wird

ddM
N =0, MX+(cbc2> =0

sein; damit daraus X nicht auf die erste Losung zuriickgefiihrt wird, muss
M = 0 werden; dann wird man aber haben:

dL d.LX 1 /d3L
‘X<dx)‘( dx >‘z<dx3> =0
und

1, (ddK\ 3 2 (ddK\ 2 (dX\ (dK\ 1 [d*K\ 1 [dd.KX
2% <dx2> T RXX+3X (de) t3 (dx) (dx) *8 <dx4> 3 (dxz ) =0
Und damit X nicht auf die Weise des vorhergehenden Falls definiert wird, in

welchem n = 1 war, setze man L = 0; daher muss X aus dieser Gleichung
bestimmt werden:
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%KXde‘* + ngxzddK + gdxszdX + %de%zdx + %d“K =0.

II.Essein = % ; und es wird

#L
dx3

dL 4 (d.Lx d*K
_X<dx>_3(dx)_0’ <dx4)—0

EX ddl _i_il d7X _|_% dd - KX -0
10 dx? 5\ dx 5 dx? B

2KXX—;< >:0, M=0, N=0,

sein; und auch

oder auch

21 12 4
ﬁdeK + gdeX + ngdX =0,

aber ich halte mich nicht weiter mit Fillen von dieser Art auf.
LOSUNG IV

Man probiere auch den Faktor vierter Ordnung

Pdx® 4 2Qdx*dy + 3Rdxdy* + 4Sdy®,

woher der erste Teil des Integrals entsteht:

Pdx*dy + Qdx*dy* + Rdxdy® + Sdy*

und der tibrige zu integrierende Ausdruck wird sein:
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y"PXdx® + 2y"QXdx*dy + 3y"RXdx3dy? + 4y"SXdx*dy?

— dx*dy <;”;) — dx3dy? <illyj)
aQ aQ
4302 (A5 _g.20.3 [ OX
dx>dy (dx) dx=dy <dy>
dR
— 4 (2=
dxdy <dy>

ds ds
_ 4 (722 5 (Y2
dxdy (dy) 4y (dy)'

S=K, R:L—y(jf)

Es wird also

und

dL ddK
n — — _ _— —=
4y"KXdy —dQ —dy (dx) +ydy <dx2) 0
sein. Damit wir hier nicht in allzu lastige Rechnung hineingeraten, wollen wir

K=A, L=B setzendass S=A und R =B ist

nun wird wegen

aLy ddK\ _4A
<dx>_0 und (dx2>_0 auch Q_in—l—ly X

sein. Dann werden wir aber haben:

dP 4A dX
ny (22} _ _** on+l (T4 )
3By X <dy> n+1y <dx> 0,

also

_ 3 n+1l 4A n+2 de
b=t n+D)(n+2)” \dx
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und

dP\ _ 3B .1 (dX)\ _ 44 nt2 ((4X
ix)  n+1’ dx (n+1)(n+2)” dx

dP\ 3B .. [dX\ 44 v (ddX
ax )~ n+1’ dx (n+1)(n+2)” dx? )’

Daher entsteht also der andere Teil des Integrals:

und

4A 3B 1794 4A ddX
4 2n+2 n+2 [ 44 n+3 [ 224
dx ((n+1)2XXV CESNCES)L (dx>+(n+1)(n+2)(n—|—3)y <dx2>)

und es muss

0= 3B v2mi1_ 4A sz (AX) 84 Xy 2 ax
)

n+r1 Y (n+1)(n+2 dx ) (n+1)2 dx

N 3B w2 (dAXN 4A nis (X
m+D)m+2)? \d2) m+D)m+2)n+3)? \ded
sein. Damit dieser Gleichung Gentige geleistet wird, setze man
X

oder

X =a+2Bx + yxx,
und es werde

4A 8A

+ =0 oder n——§
n+1)(n+2)  (n+1)2 3’

woher

S=A, R=0, Q= —6Ay’%(uc +2Bx+yxx) und P = 36Ay%(,8 + vx)

sein wird. Daher wird diese Differenzendifferentialgleichung:
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ddy + y’%de(zx + 2By + yxx) =0
integrierbar, wenn sie mit
36y% (B + yx)dx® — 12y’% (a + 2Bx + yxx)dx*dy + 4dy®
multipliziert wird, und das Integral wird
36y% (B+ yx)dx3dy — 6y’% (& + 2Bx + yxx)dx*dy* + dy*
+9y’% (a +2Bx + yxx)?dxt — 27'yy%dx4 = Cdx*

sein und in dieser Losung ist das vierte Beispiel enthalten.

KOROLLAR 1
§38 Also enthilt das vierte oben [§ 7 und 36] erwdhnte Beispiel eine hochst
merkwiirdige Differentialgleichung, weil sie nur mittels eines Faktors von
dritter Ordnung integrierbar gemacht werden kann, woher ihre Integration
noch um vieles weniger von anderen Methoden erwartet werden kann.

KOROLLAR 2
§39 Wenn wir also umgekehrt y = fz% setzen, dass

1 1 5 5
y =2V/f und 3= f22ff
ist, wird
dy = %fz%dz und ddy = %fz%ddz + zfz_%dz2

sein und die vorgelegte Gleichung:

2
%fz%ddz + zfz*%df LAt 2px o)

fA/FF

wird integrierbar, wenn sie mit

2
362%(,8 b y)d Y F — 18(a + 2Bx —t yxx)dx dz\3/7+ gfszgdzg)

732
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multipliziert wird und das Integral wird sein:

54fz(B + yx)dxdzy/ f — %f(oc + 2Bx + yxx)dx?dz> Y/ f + %f"‘zzdz"‘

9(a + 2Bx + yxx)2dxt

fzz/f

— 27y fzzdx*3/f = Cdx*.

KOROLLAR 3

§40 Man setze ff/ff = 3, dass man diese Gleichung hat:

223ddz + zzdz? 4 dx*(a + 2Bx + yxx) = 0,

und diese wird integrierbar werden, wenn sie multipliziert wird mit:

2B+ yx)dx® (a4 2Bx 4 yxx)dx*dz N dz®

7z z3 z

4

und das Integral wird sein:

4z(B + yx)dx’dz — (a + 2B + yxx)dx?dz? + %zzdz4

n (& +2Bx + yxx)?dx?

_ 4 _ 4
522 2yzzdx™ = Cdx*,

welche Gleichung auch auf diese Weise dargestellt werden kann:

((a + 2Bx + yxx)dx® — zzdz*)?* + 82° (B + yx)dx’dz — 4yz*dx* = Ezzdx*.

KOROLLAR 4
§41 Wenna =0, B = 0 und v = 4 ist, oder diese zu integrierende Gleichung
vorgelegt wird:
223ddz + zzdz* + aaxxdx* = 0,

und sie wird mit diesem Multiplikator integrierbar gemacht werden:

2aaxdx®  aaxxdx?dz n dz3

zz z3 z

44



und die Integralgleichung wird sein:

(aaxxdx® — zzdz*)? + 8aaxz’dx>dz — 4aaz*dx* = Ezzdx*

oder

(aaxxdx® + zzdz*)? — 4aa(zdx — xdz)*zzdx* = Ezzdx*.

KOROLLAR 5

§42 Nachdem also die Konstante E = 0 gesetzt worden ist, wird man fiir
diesen Fall zwei partikuldre Integralgleichungen haben:

L aaxxdx?® + zzdz? — 2azdx(zdx — xdz) = 0,
II.  aaxxdx® + zzdz* + 2azdx(zdx — xdz) = 0,

von welchen jene aufgelost wird in

axdx + zdz = *zdx\/2a,

diese hingegen in

axdx + zdz = *zdx\/ —2a.

SCHOLION

§43 Die Entwicklung dieser Beispiele ist von solcher Natur, dass sie nicht
wenig an Niitzlichkeit in der Auflésung von Differentialgleichungen zweiten
Grades zu verschaffen scheint; denn weil diese Beispiele, wenn wir einige
leichtere Falle ausnehmen, mithilfe bisher genutzter Methoden nicht erledigt
werden konnen, wird diese neue Methode, mit welcher die Aufgabe mithilfe
von Multiplikatoren geldst wird, nicht nur mit grofsten Erfolgt verwendet wer-
den, sondern es besteht auch kein Zweifel, dass sie, wenn sie weiter entwickelt
wird, um vieles groflere Vorteile mit sich bringen wird. Mit gleichem Erfolg
wird sie aber auch auf Differentialgleichungen dritten und hoheren Grades
ausgedehnt werden konnen, weil es freilich gewiss ist, dass nach Vorlage einer
beliebigen Differentialgleichung von welchem Grad auch immer zwischen
zwei Variablen stets eine Grofie solcher Art gegeben ist, wenn die Gleichung
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mit ihr multipliziert wird, sie integrierbar wird. Weil das auch bei Differential-
gleichungen ersten Grades wahr ist, wird auch die Auflosung von diesen mit
der Methode solche Faktoren zu finden nicht unwesentlich voran gebracht
werden konnen; dort geht freilich die ganze Aufgabe darauf zurtick, dass
in einem sich ergebenden Fall ein geeigneter Multiplikator gefunden wird;
und in Differentialgleichungen ersten Grades wird dieser Faktor immer eine
Funktion nur von x und y sein, aber weil deswegen die Verschiedenheit der
Ordnungen hier nicht auftritt, scheint seine Ermittlung um vieles schwieriger,
besonders wenn dieser Faktor eine transzendente Funktion ist. Weil aber die
Art des Integrierens der Natur der Gleichungen in hochstem Mafse zukommt,
wird nicht ohne groflen Ertrag die Miihe auf ihre Kultivierung verwendet
werden.
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